
METODY PRZYBLIŻONE ROZWIA̧ZYWANIA

RÓWNANIA SCHRÖDINGERA



Zasada wariacyjna

ĤΨn = EnΨn Ψn ortonormalne

Szukamy rozwia̧zań dla stanu podstawowego, tj. stanu o najniższej energii.
Zak ladamy, że ten stan odpowiada n=0.

Eo < En n > 0

Definiujemy wielkość ǫ jako:

ǫ =
∫

Φ∗ĤΦdτ
∫

Φ∗Φdτ
= 〈Φ|H|Φ〉 (1)

Φ jest dowolna̧ funkcja̧ klasy Q. Druga równość zachodzi jeżeli funkcja Φ jest
znormalizowana, tzn.

〈Φ|Φ〉 = 1
∑

n
c∗ncn = 1



Rozwijaja̧c funkcjȩ Φ na funkcje Ψn:

Φ =
∑

n
cnΨn (2)

Podstawiaja̧c rozwiniȩcie (2) do równania (1) i wykorzystuja̧c ortonormalność
funkcji Ψn otrzymamy:

ǫ =
∑

n
c∗ncnEn

Odejmuja̧c od obu stron ostatniego równania wyrażenie

Eo = Eo
∑

n
c∗ncn

otrzymamy
ǫ − Eo =

∑

n
c∗ncn(En − Eo)

Sta̧d nierówność bȩda̧ca treścia̧ zasady wariacyjnej:

ǫ − Eo ≥ 0 lub ǫ ≥ Eo



Średnia wartość hamiltonianu wyznaczona dla dowolnej funkcji

Φ nie jest nigdy mniejsza od jego ścis lej wartości w lasnej Eo

odpowiadaja̧cej stanowi podstawowemu.



Metoda wariacyjna

Opiera siȩ na minimalizacji funkcjona lu (1): do funkcji Φ wprowadzamy pewne
parametry (tzw. parametry wariacyjne):

Φ = Φ(c1, c2, . . . , ck; r1, r2, . . . , rn)

i wyznaczamy energiȩ w funkcji parametrów wariacyjnych:

ǫ = ǫ(c1, c2, . . . , ck)

Szukamy minimum funkcji ǫ(c1, c2, . . . , ck) i wyznaczamy wartość parametrów
c1, c2, . . . z równań:

∂ǫ

∂ci

= 0 dla i = 1, . . . , k



Liniowe parametry wariacyjne: metoda Ritza

Φ =
N
∑

i=1

ciχi

funkcje χi sa̧ funkcjami znanymi, wspó lczynniki ci - parametrami wariacyjnymi
(wielkości poszukiwane). Podstawiamy funkcje Φ do wyrażenia na wartość
średnia̧ hamiltonianu (nie zak ladamy ani ortogonalności funkcji χi ani unor-
mowania funkcji Φ)

ǫ
N
∑

q=1

N
∑

r=1

c∗rcqSrq =
N
∑

q=1

N
∑

r=1

c∗rcqHrq (3)

gdzie

Srq =
∫

χ∗
rχqdτ = 〈χr|χq〉 − calka nakladania

oraz

Hrq =
∫

χ∗
rĤχqdτ = 〈χr|H|χq〉 − elementy macierzy energii



Aby znaleźć ekstremum (nam chodzi o minimum) funkcjona lu ǫ zróżniczkujmy
po c∗p równanie (3):

∂ǫ

∂c∗p

N
∑

q=1

N
∑

r=1

c∗rcqSrq + ǫ
N
∑

q=1

cqSpq =
N
∑

q=1

cqHpq

Ponieważ
∂ǫ

∂c∗p
= 0

wiȩc ostateczna forma równania jest nastȩpuja̧ca:



N
∑

q=1
cq(Hpq − ǫSpq) = 0 p = 1, 2, . . . , N

Jest to uk lad równań sekularnych (wiekowych).

Rozwia̧zania:

• trywialne: c1 = c2 = . . . = cn = 0

• w laściwe - przy warunku zerowania siȩ wyznacznika sekularnego



Wyznacznik sekularny:
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Wielomian N-tego stopnia zmiennej ǫ posiada N pierwiastków: ǫ1, ǫ2,. . .,
ǫN . Dla każdego z nich znajdujemy odrȩbne rozwia̧zania uk ladu równań seku-
larnych:

dla ǫ1 mamy zbiór: c11, c21, c31, . . . , cN1,
i wynikaja̧ca̧ sta̧d funkcjȩ

Φ1 =
N
∑

i=1

ci1χi



dla ǫ2 mamy zbiór: c12, c22, . . . , ... etc. i funkcjȩ

Φ2 =
N
∑

i=1

ci2χi

dla ǫN . . . mamy zbiór: c2N , c2N , . . . , ... etc. i funkcjȩ

ΦN =
N
∑

i=1

ciNχi



W postaci macierzowej możemy powyższe równania zapisać jako:

Φ = χC

HC = SCE

CTSC = 1

gdzie Φ i χ sa̧ macierzami jednowierszowymi:

Φ = {Φ1, Φ2, Φ3, ...., ΦN}

χ = {χ1, χ2, χ3, ...., χN}

a C, S, H macierzami kwadratowymi:
























c11 c12 · · · c1N

c21 c22 · · · c2N
... ... ... ...

cN1 cN2 · · · cNN

























(podobnie dla H i S)



E jest macierza̧ diagonalna̧
























ǫ1 0 · · · 0
0 ǫ2 · · · 0
... ... ... ...
0 0 · · · ǫN

























Problem w metodzie Ritza sprowadza siȩ do diagonalizacji macierzy energii H

przy pomocy macierz C:
CTHC = E

a wiȩc do równoczesnego znalezienia i macierzy diagonalizuja̧cej i macierzy
wynikowej. Metoda Ritza umożliwia zasta̧pienie równania różniczkowego jakim
jest równanie Schrödingera uk ladem równań algebraicznych.


